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位相的場の理論とは

位相的場の理論 (Topological Quantum Field Theory; TQFT)
→ 時空の計量に依存しないQFT
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位相的場の理論とは

応用:
アノマリー
{d次元のアノマリー} = {d+ 1次元の SPT相, i.e.“良い”TQFT}

低次元量子重力理論
Z =

∫
DgeiS[g] →計量不変 (e.g. 3d重力理論, JT重力, etc...)

トポロジカル物性
分数量子ホール効果: Chern-Simon理論

数学との関連
結び目理論, 圏論, etc...
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位相的場の理論の公理

Axiom.I: Assign V (Σ) to closed surface Σ.
Axiom.II: V (Σ1 t Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2) → V (∅) = C.
Axiom.III: Z(M) ∈ V (∂M) → Z(M) ∈ C for closed M .
Axiom.IV: V (Σ∗) = V (Σ)∗.

Gluing:
|ψ〉 := Z(M) ∈ V (Σ)〈
ψ′∣∣ := Z(M ′) ∈ V (Σ)∗

〈ψ′|ψ〉 = Z(M ∪Σ M
′) ∈ V (∅) = C
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位相的場の理論の公理

Axiom.I: Assign V (Σ) to closed surface Σ.
Axiom.II: V (Σ1 t Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2) → V (∅) = C.
Axiom.III: Z(M) ∈ V (∂M) → Z(M) ∈ C for closed M .
Axiom.IV: V (Σ∗) = V (Σ)∗.

Cobordism:
∂M = Σ1

∗ t Σ2,

Z(M) ∈ V (Σ1)
∗ ⊗ V (Σ2), i.e. Z(M) : V (Σ1) → V (Σ2).

Z(M) =
∑
a,b

Uab |ψΣ2,a〉 ⊗ 〈ψΣ1,b| .
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位相的場の理論の公理

Axiom.I: Assign V (Σ) to closed surface Σ.
Axiom.II: V (Σ1 t Σ2) = V (Σ1)⊗ V (Σ2) → V (∅) = C.
Axiom.III: Z(M) ∈ V (∂M) → Z(M) ∈ C for closed M .
Axiom.IV: V (Σ∗) = V (Σ)∗.

Identity cobordism:
M = Σ× I,

∂M = Σ∗ t Σ,

Z(M) =
∑
a

|ψΣ,a〉 ⊗ 〈ψΣ,a| = idV (Σ).
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位相的場の理論の公理

Identity cobordism:

M = Σ× I,

∂M = Σ∗ t Σ,

Z(M) =
∑
a

|ψΣ,a〉 ⊗ 〈ψΣ,a| = idV (Σ).

Dimension formula:

Z(Σ× S1) = Tr
[
Z(Σ× I)

]
= Tr

(∑
a

|ψΣ,a〉 〈ψΣ,a|
)

= dimV (Σ)
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時間反転対称な位相的場の理論

時間反転対称性の存在
→既存の枠組み+反ユニタリー Z2 変換

向き付けの反転における対称性
→向き付け不可能な時空の上の理論
群作用の結合法則の破れ (2-群への拡張)
→ Z(Σ× S1) = dimV (Σ) /∈ Z
アノマリーは 4次元の「良い」TQFTに対応
→ Z(RP4), Z(CP2)による分類
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ヒルベルト空間の次元の考察

V (T 2)の基底の構成
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ヒルベルト空間の次元の考察
以下 abelian bosonic TQFTを考える。

Z(RP2(a)×S1) ∈ N ∀a ∈ M, Z(RP2(a)×S1) = 0 ∀a ∈ A\M
→ dimV (Σ) ∈ Z ∀ 向き付け不可能曲面 Σ (∵ Σ = #gRP2)

右下図 b ∈ M, ただしB : A×A → U(1)は Braiding位相

→M = {時間反転ドメインウォールに捉えられたエニオン}

Z(RP4) · Z(CP2) = θM
→ Mがアノマリーの分類に非自明な制限
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ご清聴ありがとうございました

参照 arxiv: 2502. 13532, arxiv: 2508. 04990


